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Лекція 6. Стійкість руху за Ляпуновим 
Досить часто головна мета теоретичного дослідження полягає не у розв’я-

зуванні системи диференціальних рівнянь руху об’єкта вивчення, а у визначен-
ні стійкості руху, що вивчається, й у з’ясуванні параметрів, які впливають на 
стійкість руху. Така постановка задачі має великий практичний сенс, бо, проек-
туючи технічну систему чи пристрій, необхідно насамперед створити таку сис-
тему або пристрій, рух якої (якого) був би у певному розумінні інваріантним, 
стійким до дії зовнішніх збурень. Окрім того, досліджувати стійкість набагато 
простіше за розв’язування рівнянь, особливо нелінійних динамічних систем. 

У реальних технічних системах з розвитком техніки дедалі частіше зу-
стрічаються випадки, коли поводження системи неможливо описати лише лі-
нійними диференціальними рівняннями, бо в реальній системі виникають такі 
суттєві особливості руху, які не притаманні лінійній стаціонарній системі. Тому 
в інженерній практиці великої значущості набуває теоретичне дослідження са-
ме нелінійних систем, що описуються диференціальними рівняннями, в яких 
трапляються члени (сили), нелінійно залежні від узагальнених координат і (або) 
узагальнених швидкостей. 

Наприклад, розглянемо рівняння руху гіроскопа у кардановому підвісі: 
2
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Неважко впевнитися, що вихідна величина – кут β  повороту рамки підві-
су – входить до членів системи диференціальних рівнянь як аргумент тригоно-
метричних функцій. Крім того, деякі члени рівнянь містять добутки цих триго-
нометричних функцій, добутки їх та похідних від вихідної величини і добутки 
похідних. У правій частині міститься добуток вхідної величини R  (момент від-
носно головної осі гіроскопа сил, що діють на ротор) і функції від вихідної 
( βsin ). Джерелом нелінійностей можуть бути також моменти сил N , L , R  та 

стM , які в реальних умовах, будучи моментами сил взаємодії між елементами 
карданового підвісу, можуть залежати або від самих кутів α , β  та γ  відносного 
повороту рамок (коли сили взаємодії мають пружний характер), або від кутових 
швидкостей α& , β&  та γ&  (якщо це сили тертя), або й від тих і тих одночасно. Ці 
залежності можуть бути й нелінійними (наприклад, сухе чи турбулентне тертя). 

Зазвичай усі нелінійності розподіляють на два великі класи, підходи до 
дослідження яких суттєво розрізнюються. До першого класу належать гладкі 
нелінійності, які математично відображуються неперервними та диференційов-
ними залежностями від узагальнених координат і швидкостей, до другого класу 
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– суттєві нелінійності, у яких їх математична залежність від узагальнених ко-
ординат чи швидкостей або має розриви першого роду, або похідна цих залеж-
ностей за аргументами ( q  чи q& ) не є неперервною. 

Нелінійні системи з гладкими нелінійностями вивчати значно простіше, 
оскільки при цьому можна застосовувати численні аналітичні методи й, зокре-
ма, подання залежностей у виді степеневого ряду. Тому більшість методів до-
слідження нелінійних систем розраховані саме на системи з гладкими неліній-
ностями. Зокрема, до них належить теорія дослідження стійкості за Ляпуно-
вим. 

Будь-яку систему звичайних диференціальних рівнянь можна подати у 
нормальній формі Коші, тобто у вигляді системи диференціальних рівнянь 
першого порядку, розв’язаних відносно похідних: 
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Змінні nyyy ,,, 21 L , які дозволяють записати систему диференціальних 
рівнянь n -го порядку у вигляді (6.1), називають змінними стану системи, або 
фазовими змінними. Кількість змінних стану збігається з порядком системи ди-
ференціальних рівнянь. 

У рівняннях (6.1) iz  є заданими (у загальному випадку – нелінійними) 
функціями змінних nyyy ,,, 21 L , а також часу t , які задовольняють умови існу-
вання та єдиності розв’язку. 

Деякий, цілком визначений стаціонарний рух системи, який описується 
одним з частинних розв’язків системи (6.1) і досліджується на стійкість, нази-
вається незбуреним рухом: 

)()(,),()( *
1

*
1 tftytfty nn == L . 

Цей частинний розв’язок задовольняє початкові умови: якщо 0tt =  
)()(,),()( 00

*
010

*
1 tftytfty nn == L . 

Змінимо початкові умови, надаючи початковим значенням )(tfi  незначні 
прирости iε . Тобто нехай тепер 

nnn tftytfty ε+=ε+= )()(,,)()( 0010101 L .   (6.2) 
Рух системи, який відповідає зміненим початковим умовам (6.2), назива-

ють збуреним рухом, а величини iε  – збуреннями. Визначимо різницю між зна-
ченням змінної стану в збуреному і незбуреному рухах: 

)()( tftyx iii −= ;  ( ni ,,2,1 L= ).   (6.3) 
Нові змінні ix  називаються відхиленнями або варіаціями величин iy . Як-

що всі відхилення дорівнюють нулю, тобто  
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0,;0;0 21 === nxxx L  ,    (6.4) 
то збурений рух )(tyi  збігатиметься з незбуреним рухом )(tfi . Інакше кажучи, 
незбуреному руху відповідають нульові значення варіацій ix . 

Далі задля наочності вживатимемо мову геометрії.  
Сукупність відхилень ix  у n -вимірному фазовому просторі (просторі ста-

нів) змінних ix  (варіацій) визначає точку M  (її називають зображувальною 
точкою). У збуреному русі в разі змінювання величин ix  зображувальна точка 
M  описуватиме деяку траєкторію у фазовому просторі. Незбуреному руху від-
повідає у цьому просторі початок координат (див. (6.4)). 

Відхилення збуреного руху від незбуреного визначається величинами 
)(txi . Якщо всі )(txi  є малими за модулем, то є малою й сума їх квадратів: 

∑
=

=+++
n

i
in txtxtxtx

1

222
2

2
1 )()()()( L .    (6.5) 

Якщо ж відхилення хоча б однієї координати буде великим, то сума (6.5) 
буде також великою. Тому як міру відхилення збуреного руху від незбуреного 
можна використати суму (6.5). Оскільки ця сума є квадратом відстані зображу-
вальної точки M  від початку координат, то ця відстань характеризує у цілому 
відхилення збуреного руху від незбуреного. 

Згідно з визначенням збуреного руху і рівностями (6.3) та (6.4) матимемо: 
iii xtx ε== 00 )( ;  ( ni ,,2,1 L= ), 

тобто початкові значення відхилень ix  є збуреннями системи. 
Визначення стійкості за Ляпуновим 
Якщо для будь-якої сфери скільки завгодно малого радіуса ε  можна 

знайти іншу сферу скінченого  радіуса δ  таку, що в разі розташування збурень 
в середині останньої сфери 

2

1

2
0 δ≤∑

=

n

i
ix  

зображувальна точка M  протягом усього наступного руху розміщувати-
меться в середині першої сфери 

2

1

2 )( ε<∑
=

n

i
i tx , 

то незбурений рух є стійким, в іншому разі – нестійким. 
Стійкість незбуреного руху означає, що за досить малих збурень збуре-

ний рух буде скільки завгодно мало відрізнятися від незбуреного. Якщо ж не-
збурений рух нестійкий, то збурений рух буде віддалятися від нього з плином 
часу необмежено, якими малими не були б початкові збурення. 

Якщо незбурений рух стійкий і при цьому збурений рух за досить малих 
початкових збурень наближається з плином часу до незбуреного, тобто  

0)(lim
1

2 =∑
=

∞→

n

i
it tx , 

то незбурений рух є асимптотично стійким. 
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Може виявитися, що рух є стійким за одних змінних і нестійким за інших. 
Наприклад, можна показати, що рух штучного супутника Землі є стійким від-
носно його радіус-вектора (орбітальна стійкість) і нестійкий відносно кутового 
його положення на орбіті. Тому, кажучи про стійкість руху, необхідно завжди 
вказувати, відносно яких величин розглядається стійкість. 

У випадках, коли рух є асимптотично стійким за будь-яких збурень (не 
обов’язково малих), він називається асимптотично стійким у цілому. 

Іноді стійкість спостерігається не за будь-яких збурень, а за збурень, які 
підпорядковуються деяким умовам. Така стійкість називається умовною. 

Для виведення рівнянь збуреного руху запишемо рівняння (6.1) так: 

),,,( 11 txfxfz
dt
dx

dt
df

nni
ii ++=+ L . 

Розкладемо праві частини цих рівнянь у ряд Тейлора за степенями відхи-
лень ix , припускаючи аналітичність функцій iz  від змінних iy : 

*
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де *
iX  – сукупність членів, що залежать від відхилень ix  у степені, вищому, ніж 

першому. 
Урахуємо, що у незбуреному русі функції )(tfi  як частинні розв’язки за-

довольняють рівняння (6.1): 

),,,( 1 tffz
dt
df

ni
i L= ; ( ni ,,2,1 L= ). 

На підставі цього матимемо  
*

11 inini
i Xxaxa

dt
dx

+++= L ; ( ni ,,2,1 L= ),  (6.6) 

де 

0=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
xk

i
ik x

za  

у загальному випадку є функціями часу t , зокрема вони можуть бути сталими. 
Рівняння (6.6) називають диференціальними рівняннями збуреного руху. 

Якщо з цих рівнянь вилучити члени *
iX  (їх називають членами вищого порядку 

мализни), то отримані в результаті рівняння  

nini
i xaxa

dt
dx

++= L11 ; ( ni ,,2,1 L= ) 

називають рівняннями першого наближення. 
Рівняння першого наближення часто дозволяють отримати вірну відпо-

відь на питання про стійкість руху, але також дуже часто висновок, якого мож-
на дійти на основі цих наближених рівнянь, нічого спільного не має з 
розв’язком початкових рівнянь. Для визначення стійкості за рівняннями першо-
го наближення прислуговуються такі дві теореми Ляпунова. 

Теорема Ляпунова про стійкість руху за першим наближенням: 
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Якщо дійсні частини всіх коренів характеристичного рівняння першого 
наближення є від’ємними, то незбурений рух є асимптотично стійким незале-
жно від членів вищого порядку мализни. 

Теорема Ляпунова про нестійкість руху за першим наближенням: 
Якщо серед коренів характеристичного рівняння першого наближення є  

хоча б один з додатною дійсною частиною, то незбурений рух є нестійким не-
залежно від членів вищого порядку мализни. 

Прямий метод Ляпунова. Одним з найефективніших методів дослі-
дження стійкості руху нелінійних систем є прямий метод Ляпунова. Його часто 
називають також другою методою Ляпунова. 

Вивчення прямого методу почнемо з розгляду деяких дійсних функцій 
),,,()( 21 nxxxVxV L=  відхилень ix , визначених у зоні простору 

μ≤∑
=

n

i
ix

1

2
0 ,      (6.7) 

де μ  – стале додатне число. 
Припускаємо, що в зоні (3.34) ці функції є однозначними, неперервними і 

обертаються в нуль, коли всі nxxx ,,, 21 L  дорівнюють нулю: 
0)0( =V .      (6.8) 

Якщо в околі початку координат функція V , окрім нуля, може набувати 
значення лише одного знака, то її називають знакосталою (відповідно додат-
ною або від’ємною). Якщо ж знакостала функція обертається у нуль лише у ви-
падку, коли всі nxxx ,,, 21 L  дорівнюють нулю, то така функція V  називається 
знакопевною (відповідно певнододатною або певновід’ємною). Як неважко зба-
гнути, знакопевна функція має екстремум при 021 ==== nxxx L  (мінімум – 
певнододатна і максимум – певновід’ємна). Знакостала ж функція екстремуму 
не має тому, що в околі початку координат існують точки, в яких функція V  
набуває нульових значень. 

Уведені у такий спосіб функції )(xV , використовувані для дослідження 
стійкості руху, називають функціями Ляпунова. 

Нехай функція )(xV  є неперервною разом із похідними першого порядку 
і крім того – знакопевною. Тоді у точці 021 ==== nxxx L  вона має ізольова-
ний екстремум, а отже, усі частинні похідні першого порядку в цій точці дорів-
нюють нулю (необхідні умови існування екстремуму): 

0
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=xix
V ;  ( ni ,,2,1 L= )   (6.9) 

Розкладемо функцію V  у ряд Маклорена за степенями nxxx ,,, 21 L : 

L+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+= ∑∑∑
= = == =

n

k
ik

n

i xik
i

n

i xi
xx

xx
Vx

x
VVV

1 1 0

2

1 0 2
1)0( , 

де точками позначені члени вищого порядку. Враховуючи співвідношення (6.8) 
і (6.9), дістанемо: 
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L+= ∑∑
= =

n

k
ik

n

i
ki xxcV

1 12
1 .    (6.10) 

Тут сталі числа ikki cc =  визначено рівностями 

0

2

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
=

xik
ki xx

Vc . 

Із формули (6.10) випливає, що розклад функції V  у ряд за степенями 
nxxx ,,, 21 L  не має членів першого степеня. 

Припустимо, що квадратична форма  

∑∑
= =

n

k
ik

n

i
ki xxc

1 12
1      (6.11) 

набуває додатних значень і в нуль обертається лише за умови 
021 ==== nxxx L . Тоді, незалежно від членів вищого порядку, за достатньо 

малих за модулем ix  функція V  набуватиме теж додатних значень і обертати-
меться у нуль лише якщо 021 ==== nxxx L . Отже, якщо квадратична форма 
(6.11) є певнододатною, то й функція V  буде певнододатною. 

Розглянемо матрицю коефіцієнтів квадратичної форми (6.11): 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

C

L

LLLL

L

L

21

22221

11211

 

і складемо з неї n  головних діагональних мінорів 

111 c=Δ ;  
2221

1211
2 cc

cc
=Δ ;  ...  

nnnn

n

n

n

ccc

ccc
ccc

L

LLLL

L

L

21

22221

11211

=Δ .       (6.12) 

У лінійній алгебрі доводиться такий критерій Сильвестра: для того, 
щоб квадратична форма була певнододатною, необхідно і достатньо, щоб усі 
головні мінори (6.12) матриці її коефіцієнтів були додатними 

01 >Δ ; 02 >Δ ; ... 0>Δn .    (6.13) 
Отже, виконання критерію Сильвестра (6.12) для квадратичної частини 

функції Ляпунова є достатньою (але не необхідною) умовою певнододатності 
самої функції. 

Для дослідження стійкості руху прямим методом Ляпунова використову-
ють основні теореми стійкості, які ми наведемо без доведення. 

Теорема Ляпунова про стійкість руху. Якщо для диференціальних рів-
нянь збуреного руху можна знайти  таку знакопевну функцію V  відхилень, по-

хідна 
dt
dV  від якої внаслідок цих рівнянь є знакосталою функцію протилежного 

знака з V , або тотожно дорівнює нулю, то незбурений рух є стійким. 
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Теорема Ляпунова про асимптотичну стійкість. Якщо для диференці-
альних рівнянь збуреного руху можна знайти таку знакопевну функцію V , по-

хідна 
dt
dV  від якої внаслідок цих рівнянь була б знакопевною функцію протиле-

жного знака з V , то незбурений рух є асимптотично стійким. 
Теорема Четаєва. Якщо диференціальні рівняння збуреного руху дають 

змогу знайти функцію V , для якої у скільки завгодно малому околі нуля існує 

зона 0>V , і якщо похідна 
dt
dV  функції внаслідок цих рівнянь є певнододатною 

або обмеженою у зоні 0>V , то незбурений рух є нестійким. 
Зазначимо, що ці теореми дають змогу дослідити стійкість щодо всієї су-

купності змінних, які входять у рівняння збуреного руху. 
Використання основних теорем прямого методу Ляпунова потребує знан-

ня (або створення, побудови) функцій, які мають певні властивості. На жаль, 
загальних методів побудови таких функцій немає. Однак у багатьох випадках 
такі функції можна сконструювати, якщо відомі інтеграли рівнянь збуреного 
руху. 

Припустимо, що рівняння (6.6) збуреного руху допускають інтеграл 
const),,,( 21 == hxxxF nL ,    (6.14) 

для якого різниця )0()( FxF −  є певнододатною функцією змінних nxxx ,,, 21 L . 
Тоді як функцію Ляпунова можна прийняти функцію 

)0(),,,( 21 FxxxFV n −= L .    (6.15) 
Справді, похідна за часом функції V  унаслідок рівнянь збуреного руху 

згідно з інтегралом (6.14) тотожно дорівнює нулю, а тому ця функція задоволь-
нятиме всі умови теореми Ляпунова про стійкість руху. 

Інколи диференціальні рівняння збуреного руху припускають кілька інте-
гралів 

mnmn hxxxFhxxxF == ),,,(;),,,( 211211 LLL , 
де mhh L,1  – сталі інтегрування, причому жоден з них не є певнододатною 
функцією. Для такого випадку М. Г. Четаєв запропонував шукати функцію V  у 
формі в’язки інтегралів (6.14) такого вигляду: 

)]0([)]0([

)]0([)]0([
222

1
2

11

111

mmm

mmm

FFFF

FFFFV

−χ++−χ+

+−λ++−λ=

L

L
,   (6.16) 

де mm χχλλ ,,,,, 11 LL  – невизначені  сталі. Якщо сталі χλ,  вдається підібрати 
так, що функція (6.16) буде певнододатною, то вона задовольнятиме усі умови 
теореми Ляпунова.  

Метод Четаєва побудови функції Ляпунова за допомогою в’язки інтегра-
лів – дуже ефективний. При цьому слід зауважити таке: 

– один з коефіцієнтів  χλ,  можна обрати довільно, наприклад, покладаю-
чи 11 =λ ; 

– часто функцію V  можна побудувати за допомогою лінійної в’язки інте-
гралів, покладаючи усі 0=χi ; 
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– члени з квадратами інтегралів слід використовувати лише в разі, якщо 
лінійна в’язка недостатня; 

– часто інтеграли рівнянь збуреного руху можна будувати, виходячи із за-
гальних міркувань (наприклад, за допомогою загальних теорем механіки), не 
складаючи самих рівнянь; цей спосіб слід широко використовувати, уникаючи 
зайвих перетворень. 

 

Контрольні запитання 
1. Що таке стійкість руху? Як визначається стійкість за Ляпуновим? 
2. Що називають прямим методом Ляпунова? У чому він полягає? Яки 

його переваги і недоліки? 
3. Що таке перший метод Ляпунова? У чому він полягає? Яки його пере-

ваги і недоліки? 
4. Що називають другою методою Ляпунова? У чому вона полягає? Яки 

її переваги і недоліки? 
5. Що таке функція Ляпунова? Яке значення вона має для аналізу стійко-

сті руху? 
6. На які теореми спирається  друга метода Ляпунова? 
7. Як побудувати функцію Ляпунова? 
8. У чому полягає критерій Сильвестра? 
9. Яку функцію називають знакосталою? знакопевною? Чим вони виріз-

няються? 
10.  Чим відрізняються гладкі нелінійності від суттєвих? 
11.  Що називають незбуреним рухом? збуреним рухом? 
12.  Що таке фазові змінні системи? 
13.  Що в теорії Ляпунова розуміють під варіаціями? 
14.  Що таке асимптотична стійкість? стійкість у цілому? умовна стій-

кість? 
15.  Що означає поняття "рівняння збуреного руху"? "рівняння першого 

наближення"? автономна система"? 
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Лекція 7. Необхідна і достатня умова стійко-
сті дзиґи 

Відомо, що дзиґа, яка не обертається, падає, і щоб її вісь утримувалася у 
вертикальному положенні, дзизі потрібно надати досить великої швидкості вла-
сного обертання. Артилеристи також знають, що довгастий снаряд, що не обер-
тається, тобто його випущено з гладкоствольної гармати, перекидається, у той 
час як снаряд, якого випущено з нарізної гармати, тобто якому при пострілі на-
дається велика кутова швидкість навколо його осі симетрії, у польоті стійкий, 
його вісь завжди прагне суміститися з дотичною до траєкторії. 

Виникає питання: яку кутову швидкість власного обертання потрібно на-
дати дзизі (снаряду), щоб вона не падала (снаряд не перекидався). 

Оскільки обертальний рух довгастого снаряда, центр мас якого переміщу-
ється уздовж настильної траєкторії, і рух дзиґи навколо вертикалі описується 
однаковими диференціальними рівняннями, достатньо розглянути стійкість ру-
ху одного з них, наприклад, стійкість дзиґи. 

 

 
Рис. 7.1. Кінематика дзиґи 

 
На дзиґу (див. рис. 7.1), кутова швидкість власного обертання якої 3δ& , ді-

ють дві зовнішні сили (силами опору нехтуємо): сила тяжіння P , прикладена до 
центра мас C  дзиґи, і реакція R   опори O . Незбуреним рухом, стійкість якого 
досліджується, вважатимемо рівномірне обертання з кутовою швидкістю n=δ3

&  
навколо осі симетрії x , коли та збігається з вертикаллю ξ . 

У незбуреному русі виконуються співвідношення: 
021 =δ=δ ;  021 =δ=δ && ;  const3 ==δ n& . 

Для збуреного руху ці величини будуть змінюватися. Кінетична енергія 
дзиґи визначатиметься виразом  
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2222 ))((2 XZYe JmlJ ω+ω+ω+=Τ , 
де eJ  – екваторіальний момент інерції дзиґи відносно центра мас C ; m  – маса 
дзиґи; l  – відстань від центра мас C  до точки підвісу O ; ZYX ωωω ,,  – проекції 
абсолютної кутової швидкості дзиґи на осі Резаля xyz (див. рис. 7.1); J  – осьо-
вий момент інерції дзиґи. 

Задля спрощення позначимо: 2mlJJ ee +=′ . З урахуванням виразів проек-
цій кутової швидкості матимемо: 

)cos(
2
1

2
2
22

22
1

2

δ+δδ′+=Τ &&
eJ

J
H , )sin( 213 δδ+δ= &&JH . 

Потенціальна енергія визначається виразом 
21 coscos δδ=Π Pl . 

У розглядуваному випадку можна, не складаючи рівнянь руху, знайти три 
інтеграли руху.  

Два інтеграли визначаються одразу – це інтеграл енергії та інтеграл мо-
менту імпульсу дзиґи відносно осі її власного обертання. Оскільки інші зовні-
шні сили, крім зумовлених гравітацією, на дзиґу не діють, то сума кінетичної і 
потенціальної енергій зберігається незмінною увесь час руху: h=Π+Τ . Окрім 
того, закон моментів стверджує, що OO dtd MK =/ , де OK  – кінетичний мо-
мент; OM  – момент зовнішніх сил, а навколо осі x  власного обертання дзиґи 
моменти сил не діють, тому 

0=
dt

dK X  ⇒  0=
dt

dH  ⇒  0HH =  ⇒ 1213 )sin( JnJ =δδ+δ && , 

де 2010301 sin δδ+δ= &&n . 
Третій інтеграл – це інтеграл моменту імпульсу навколо вертикалі. Оскі-

льки навколо вертикалі ξ  сила тяжіння (єдина зовнішня сила) не утворює мо-
менту, то  

0=ξ

dt
dK

 ⇒  
0ξξ = KK  ⇒  constKK ==ξ . 

Відшукаємо ξK . Оскільки маємо  
),cos(),cos(),cos( ξ+ξ+ξ=ξ zKyKxKK ZYX , 

а )sin( 213 δδ+δ== &&JHK X ; 21 cosδδ′= &
eY JK ; 2δ′= &

eY JK , то, користуючись 
рис. 7.1 для визначення напрямних косинусів, отримаємо: 

KJJK e =δδδδ−δδ′+δδδδ+δ=ξ )cossincossin(coscos)sin( 22111221213
&&&& . 

Далі вивчатимемо стійкість руху дзиґи з величин 1δ , 2δ , 1δ& , 2δ& , 3δ& . Уве-
демо такі позначення варіацій: 

11 δ=x ; 12 δ= &x ; 23 δ=x ; 24 δ= &x ; nx −δ= 35
& . 

Тепер інтеграли збуреного руху набудуть вигляду: 

hxxPlxxxnJxxxJF e =+++++′= 31
2

325
2
43

22
21 coscos)sin(

2
1)cos(

2
1 ; 
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13252 sin nxxxnF =++= ; 
KxxxxxxJxxxxxnJF e =−′+++= )cossincossin(coscos)sin( 331214313253 . 

Через те, що жоден із цих інтегралів не є знакопевною функцією, складе-
мо лінійну в’язку інтегралів: )]0([)]0([)0( 332211 FFFFFFV −λ+−μ+−= , де μ  і 
λ  – невизначені сталі коефіцієнти. Підставимо у неї значення 1F , 2F , 3F , роз-
кладемо їх у ряд за степенями  1x , 2x , 3x , 4x , 5x . Після групування членів ма-
тимемо: 

+λ+−′+λ+−μ+λ+= 2
3

2
2

2
15 )(

2
1

2
1)(

2
1])([ xJnPlxJxJnPlxnJV e  

L+′λ+′λ−μ+λ+++′+ 4132
2
5

2
4 ])([

2
1

2
1 xxJxxJnJJxxJ eee , 

де крапками позначено члени вищого (більшого від другого) порядку. 
Для того, щоб функція V  була знакопевною, необхідно, насамперед, за-

безпечити рівність нулю коефіцієнта при першому степені 5x : 
0)( =μ+λ+nJ . 

З врахуванням цього V  набуває вигляду: 

L+−′λ+++′++= )(
2
1)(

2
1)(

2
1

3241
2
5

2
4

2
2

2
3

2
1 xxxxJJxxxJxxaV ee , 

де  
)( JnPla λ+−= .      (7.1) 

Розкладемо квадратичну частину функції V  на три функції: 

41
2
4

2
11 2

1
2
1 xxJxJaxV ee ′λ+′+= ;   32

2
2

2
32 2

1
2
1 xxJxJaxV ee ′λ−′+= ;  2

53 2
1 JxV = . 

Функція 3V  є певнододатною відносно 5x , а функції 1V  і 2V  мають одна-
кову структуру. Тому згідно із загальною теорією для забезпечення стійкості 
незбуреного руху дзиґи відносно величин 1δ , 2δ , 1δ& , 2δ& , 3δ&  достатньо визначи-
ти умову, за якої функція 1V  буде певнододатною відносно величин 1x , 4x  (за 
такої ж умови функція 2V  буде певнододатною відносно величин 2x , 3x ). 

Запишемо умову Сильвестра для функції 1V : 

01 >=Δ a ;  0)( 2
2 >′λ−′=

′′λ

′λ
=Δ ee

ee

e JaJ
JJ
Ja

. 

Користуючись виразом (3.44), зведемо ці нерівності до такого виду: 

0)( >λ+− JnPl   ⇒   
Jn
Pl−<λ ;   (7.2) 

0)( 2 >′λ− eJa  ⇒  0)( 2 <+λ+λ′=λ PlJnJf e .  (7.3) 
Залишилося з’ясувати умови, реалізуючі які, можна підібрати значення λ , 

що задовольняють умови (7.2) і (7.3). 
Якщо дискримінант PlJnJD e′−= 422   тричлена )(λf  додатний, то обид-

ва корені (рис. 7.2) рівняння 0)( =λf  будуть дійсні й різні. 
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Рис. 7.2. Графік функції )(λf  

 
Із графіка функції (рис. 7.2) видно, що для усіх λ , що задовольняють не-

рівності 21 λ<λ<λ , функція 0)( <λf , тобто буде виконуватися умова (7.3). 
Якщо 0>n , обидва корені є від’ємними (випадок, зображений на рис. 7.2), а 
якщо 0<n  обидва корені додатні. 

Якщо другий визначник Сильвестра додатний, то, як випливає з розгляду 
(7.3), через те, що 2mlJJ ee +=′  завжди додатний, автоматично забезпечується й 
додатність першого визначника Сильвестра: 

02 >λ′> eJa . 
Отже, якщо кутова швидкість власного обертання дзиґи у незбуреному 

русі задовольняє умову 0>D , тобто 
PlJnJ e′> 422 ,     (7.4) 

то для усіх λ , що містяться між 1λ  і 2λ , функція V  буде певнододатною. Її по-
хідна за часом унаслідок рівнянь збуреного руху на основі інтегралів руху дорі-
внюватиме нулю. Отже, нерівність (7.4) є достатньою умовою стійкості вер-
тикального положення дзиґи відносно величин  1δ , 2δ , 1δ& , 2δ& , 3δ& . Для швидко-
обертового снаряду в умові (7.4) потрібно замінити добуток Pl  на модуль мо-
менту перекидальної пари сил, зумовленої опором набіжного потоку повітря. 

Залишається нез’ясованим питання про стійкість вертикального поло-
ження дзиґи, якщо кутова швидкість власного її обертання у незбуреному русі 
буде менша за межову величину, що визначена нерівністю (3.47). Покажемо, 
що при протилежному сенсі цієї нерівності усталений рух дзиґи (обертовий 
рух снаряда) буде нестійким. 

Скористаємося для цього рівняннями руху дзиґи: 
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

+δδ=δδ−δδδ+δ
δ−+δδ=

=δδ+δδδδ−δδ

η

X

Zee

X

ee

M
dt

dH
MmglHJJ

MMmgl
HJJ

122122
2
12

221

2222212
2

1

cossincoscossin
sincossin

coscossin2cos

&&&&

&&&&&

     (7.5)   
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 Вважатимемо, що в них усі моменти зовнішніх сил, за винятком сил тя-
жіння, дорівнюють нулю. З третього рівняння (7.5) випливає JnHH == 0 . Роз-
глядаючи лише малі відхилення від вертикалі, перейдемо до лінеаризованих рі-
внянь руху дзиґи: 

⎩
⎨
⎧

=δ−δ−δ′
=δ−δ+δ′

.0
;0

2102

1201

PlHJ
PlHJ

e

e
&&&

&&&
    (7.6) 

Ці рівняння є одночасно й рівняннями першого наближення у варіаціях. 
Складемо характеристичне рівняння для системи (7.6) рівнянь першого набли-
ження: 

PlpJJnp
JnpPlpJ

e

e

−′−
−′

2

2

=0, 

або, більш розгорнуто: 
0)2( 2222242 =+′−+′ lPpPlJnJpJ ee .   (7.7) 

Для дослідження стійкості дзиґи можна використати теорему Ляпунова 
про нестійкість за першим наближенням. Критерій Гурвіца для рівняння (7.7) 
не можна застосовувати, бо кілька коефіцієнтів характеристичного рівняння 
дорівнюють нулю і жоден з визначників не має від’ємного значення. 

Кожному кореню μ±ν= jp  рівняння (7.7) відповідає корінь μ±ν−= jp  
(змінна p  у рівняння входить лише у парному степені). Тому, якщо дійсна час-
тина хоча б одного кореня не дорівнює нулю, то обов‘язково знайдеться корінь, 
дійсна частина якого є додатною. Згідно з теоремою Ляпунова про нестійкість 
за першим наближенням незбурений рух у цьому випадку буде нестійким. От-
же, для стійкості незбуреного руху дзиґи необхідно, щоб усі корені характерис-
тичного рівняння (7.7) були суто уявними, тобто мали вигляд μjp = , а величи-
ни квадратів коренів 2p  – дійсними від’ємними числами. Але для цього треба, 
щоб дискримінант D  рівняння (7.7) відносно 2p  був додатним: 

0)4(4)2( 2222222222 >′−=′−′−= PlJnJnJlPJPlJnJD eee . 
Звідси видно, що у випадку протилежного змісту нерівності (7.4) дискри-

мінант D  буде від’ємним, отже, усталений рух дзиґи (обертальний рух снаря-
ду) виявляється нестійким. 

Контрольні запитання 
1. Якою є умова стійкості верхнього вертикального положення дзиґи? 

стійкості обертового снаряду? 

Лекція 8. Стійкість стаціонарних рухів 
Існує великий клас механічних систем, для яких деякі узагальнені коор-

динати не входять явно ані у вираз кінетичної енергії, ані у вираз потенціальної 
енергії, а узагальнені сили, що відповідають цим координатам, дорівнюють ну-
лю. Такі координати називають циклічними, а решту узагальнених координат – 
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позиційними, або визначальними (вони визначають положення (позицію) меха-
нічної системи у просторі).  

Так, при розгляданні руху дзиґи координата 3δ  (кут повороту дзиґи на-
вколо осі її власного обертання) є циклічною, а кути 1δ  та 2δ , які визначають 
положення осі дзиґи у просторі, – позиційними. 

Для систем з гіроскопами циклічними найчастіше є кутові координати, 
які характеризують власне обертання роторів гіроскопів. 

Нехай 1q ,..., sq  – позиційні, а  1ϕ ,..., mϕ  – циклічні координати системи. 
Запишемо рівняння Лагранжа для циклічних координат: 

i
iii

Q
dt
d

ϕ=
ϕ∂
Π∂

+
ϕ∂
Τ∂

−
ϕ∂
Τ∂
&

;  ( mi ,,1L= ).  (8.1) 

Відповідно до визначення циклічних координат маємо 

0≡≡
ϕ∂
Π∂

≡
ϕ∂
Τ∂

ϕi
ii

Q . Отже, рівняння Лагранжа (8.1) для циклічних координат 

набувають вигляду: 

0=
ϕ∂
Τ∂

idt
d

&
;  ( mi ,,1L= ). 

Ці рівняння, вочевидь, припускають перші інтеграли: 

const==
ϕ∂
Τ∂

= i
i

i cp
&

;  ( mi ,,1L= ),  (8.2) 

де ip  – узагальнені імпульси (кінетичні моменти, моменти кількості руху), що 
відповідають певним циклічним координатам. Рівняння (3.51) показують, що 
узагальнені імпульси, що відповідають циклічним координатам, залишаються 
сталими  протягом усього часу руху. 

Перші інтеграли (8.2) можна використати для перетворення рівнянь Лаг-
ранжа для позиційних координат. Таке перетворення належить Раусу і носить 
його ім’я. Не зупиняючись на доведенні, наведемо його результати. 

Ліві частини інтегралів (8.2) містять циклічні швидкості iϕ&  лінійно, оскі-
льки Τ  є квадратичною функцією швидкостей. Виразимо з m  перших інтегра-
лів (8.2) усі iϕ&  через kq  і kq&  ( sk ,,2,1 L= ) і внесемо їх далі у вираз для кінети-
чної енергії. Результат позначимо через *Τ , після чого складемо функцію Рауса 
згідно з формулою:  

∑
=

ϕ−Τ=
m

i
iicR

1

* & .     (8.3) 

У вираз (8.3) замість циклічних швидкостей iϕ&  треба підставити їх зна-
чення, отримані з перших інтегралів (8.2). Рівняння для позиційних координат 

iq  набувають вигляду (припускається, що сили, діючи на систему, є потенціа-
льними, у противному разі у праві частини потрібно додати ще й узагальнені 
сили qkQ ): 
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0=
∂
Π∂

+
∂
∂

−
∂
∂

kkk qq
R

q
R

dt
d

&
;  ( sk ,,1L= ).  (8.4) 

Функція Рауса не містить циклічних координат та їх швидкостей і зале-
жить лише від kq  і kq& . Тому рух у позиційних координатах можна вивчати за 
рівняннями (8.4), ігноруючи циклічні координати (певна річ, доти, доки розгля-
дається лише рух з позиційних координат). У зв’язку з цим рух у циклічних ко-
ординатах називають прихованим рухом, самі циклічні координати – прихова-
ними або ігноровними, а рух з позиційних координат – явним рухом. 

Приклад 1. Виконаємо перетворення Рауса для рівнянь вільного руху 
дзиґи у кутах осциляції. 

У цьому випадку всі моменти зовнішніх сил, що діють на дзиґу, вважаємо 
рівними нулю (окрім моменту сили тяжіння). З третього рівняння (7.5) при 
цьому випливає, що координата 3δ  є циклічною, тому  

0213
3

)sin( HJHp =δδ+δ==
δ∂
Τ∂

= &&
& . 

Звідси виходить 2103 sin/ δδδ && −= JH . Знаходимо функцію Рауса: 

=δδ−−+δ+δδ′=δ−Τ= )sin/(
2

)cos(
2
1

2100

2
02

22
22

130
* &&&& JHH

J
HJHR e  

)cos(
2
1sin

2
2
22

22
1210

2
0 δ+δδ′+δδ+−= &&&

eJH
J

H . 

Тепер, виконуючи операції відповідно до рівнянь (8.4), величину 0H  (на 
відміну від H  у рівняннях Лагранжа) можна розглядати як не залежну від уза-
гальнених координат і швидкостей. В результаті дійдемо таких рівнянь руху 
дзиґи:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

δδ=δδ−δδδ′+δ′

δδ=δ+δδ′

cossincoscossin

cossin]sincos[

2121022
2
12

21202
2

1

mglHJJ

mglHJ
dt
d

ee

e

&&&&

&
. 

Приклад 2. Виконаємо такі самі операції, використовуючи як узагальнені 
координати кути Ейлера. Рівняння руху дзиги у цьому випадку матимуть ви-
гляд: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

+ϑ=ϑψ+ϑϑψ−ϑ
ϑ−=ϑϑ−ϑϑϑψ+ϑψ ξ

X

Yee

Xee

M
dt

dH
MmglHJJ

MMHJJ
sinsincossin

cossincossin2sin
2

2

&&&&

&&&&&

      

 
Кінетична енергія дзиґи у цьому випадку визначається виразом  

)sin(
2
1

2
222

2

ϑ+ϑψ+=Τ &&eJ
J

H ,  )cos( ϑψ+ϕ= &&JH , 

а  потенціальна енергія – формулою  
ϑ=Π cosmgl . 
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Обидві енергії не залежать не тільки від кута ротації ϕ , але й від кута 
прецесії ψ . Тому у розглядуваному поданні маємо дві циклічні координати (за 
умови дії лише сили тяжіння) – ϕ  і ψ . Визначальною координатою залишаєть-
ся лише одна – кут нутації ϑ . 

Маємо два перші інтеграли: 

constcossin 0
2

1 ==ϑ+ϑψ′=
ψ∂
Τ∂

= ξKHJp e &&
. 

const)cos( 02 ==ϑψ+ϕ==
ϕ∂
Τ∂

= HJHp &&
&

. 

з яких визначимо циклічні кутові швидкості: 

ϑ′
ϑ−

=ψ ξ
2

00

sin
cos

eJ
HK

& ; 
ϑ′

ϑ−
ϑ−=ϕ ξ

2
000

sin
cos

cos
eJ

HK
J

H
& . 

Підставимо ці співвідношення у вираз  (2.43) кінетичної енергії 
2

2
002

2
0

sin
)cos(

2
ϑ′

ϑ−
+ϑ′+=Τ ξ

e
e J

HK
J

J
H &  . 

і складемо функцію Рауса 

−
ϑ′
ϑ−

+ϑ′+=ψ−ϕ−Τ= ξ
ξ

2

2
002

2
0

00
*

sin2
)cos(

2
1

2 e
e J

HK
J

J
HKHR &&&  

=
ϑ′

ϑ−
−

ϑ′
ϑ−

ϑ−− ξ
ξ

ξ
2

00
02

000
0 sin

cos
)

sin
cos

cos(
ee J

HK
K

J
HK

J
HH  

2

2
002

2
0

sin2
)cos(

2
1

2 ϑ′
ϑ−

−ϑ′+−= ξ

e
e J

HK
J

J
H & . 

Рівняння руху дзиґи з єдиної позиційної координати ϑ  відповідно до (8.4) 
матиме вигляд 

0sin
sin

)cos)(cos(
3

0000 =ϑ−
ϑ′

ϑ−ϑ−
+ϑ′ ξξ mgl

J
KHHK

J
e

e
&& . 

Зупинимось більш докладно на структурі функції Рауса. В ній можна ви-
окремити три складові частини:  

012 RRRR ++= , 
де  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑∑

= =
i

s

i

s

k
kki qqaR &&

1 1
2 2

1  

– квадратична функція швидкостей, 

∑
=

=
s

i
iiqaR

1
1 &  

– лінійна частина функції Рауса, а 0R  – частина, яка не залежить від швидко-
стей. У цих рівностях коефіцієнти ikki aa = , ia , а також 0R  – функції лише по-
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зиційних координат. Не зупиняючись на доведенні, відзначимо, що квадратич-
на форма 2R  є певнододатною. 

Із врахуванням зазначеного рівняння (8.4) можна подати так 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
Π∂

−=
∂
∂

−
∂
∂

kkkkkk q
R

q
R

dt
d

q
R

qq
R

q
R

dt
d 11022

&&
; ( sk ,,1L= ). (8.5) 

Користуючись формулою 

k

s

i
ii

kk
aqa

qq
R

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
∂
∂

∑
=1

1 &
&&

 

і враховуючи, що ka  складним чином залежать від часу через 1q , ..., sq , дістає-
мо згідно з правилом диференціювання складних функцій: 

∑
= ∂
∂

+
∂
∂

==
∂
∂ s

i
i

i

kk
sk

k
q

q
a

t
aqqa

dt
d

q
R

dt
d

1
1

1 )]..., , ([ &
&

. 

Знайдемо тепер частинну похідну від 1R  за узагальненою координатою: 

∑∑
== ∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
∂
∂ s

i
i

k

i
s

i
ii

kk
q

q
aqa

qq
R

11

1 && . 

Отже, вираз у фігурних дужках у рівняннях  (3.54) можна подати так: 

∑∑
==

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂ s

i
iki

k
s

i
i

k

i

i

kk

kk
qg

t
aq

q
a

q
a

t
a

q
R

q
R

dt
d

11

11 &&
&

, 

де гіроскопічні коефіцієнти kig  визначено рівностями 

k

i

i

k
ki q

a
q
ag

∂
∂

−
∂
∂

= ;   ( sik ,,1, L= ). 

Тепер рівняння (8.5) зводяться до таких: 

∑
=

−
∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂

−
∂
∂ s

i
iki

k

k

kk
qg

q
W

t
a

q
R

q
R

dt
d

1

22 &
&

; ( sk ,,1L= ), (8.6) 

де  
0RW −Π= .     (8.7) 

Рівнянням (8.6) можна співвіднести деяку систему (її називають зведеною 
системою), у якій функції 2R  і W  відіграють ролі кінетичної і потенціальної 
енергій, а узагальнені сили визначаються рівностями 

∑
=

−
∂
∂

−
∂
∂

−=
s

i
iki

k

k
k qg

q
W

t
aQ

1
& .   (8.8) 

Останні члени у правій частині (8.6) називають гіроскопічними силами: 

∑
=

=Γ
s

i
ikik qg

1
& .     (8.9) 

З визначення гіроскопічних коефіцієнтів kig  видно, що їх матриця G  
(взята по сукупності всіх s  рівнянь) є кососиметричною: 

ik
i

k

k

i

k

i

i

k
ki g
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тобто має вигляд 
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⎤
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ggg
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G . 

Зазначимо, що за відсутності гіроскопічних сил (це, зазвичай, буває якщо 
01 ≡R ) система називається гіроскопічно незв’язаною. 
Основна властивість гіроскопічних сил (8.9) полягає у тому, що вони, бу-

дучи лінійними функціями узагальнених швидкостей позиційних координат, 
завжди у сукупності не виконують роботи на дійсних переміщеннях. Цю влас-
тивість покладено в основу їх визначення Томсоном і Тетом. Гіроскопічні сили 
трапляються не лише у системах з циклічними координатами (окремий випадок 
їх – системи, що містять гіроскопи), а й в інших фізичних системах. 

За деяких умов матеріальна система, яка має m  циклічних і s  позиційних 
координат, може здійснювати стаціонарний рух, за якого зберігають постійні 
значення як усі циклічні швидкості, так і всі позиційні координати. 

Умови, за яких здійснюється стаціонарний рух, легко визначити з таких 
очевидних міркувань. 

Згідно з визначенням у стаціонарному русі всі позиційні координати збе-
рігають сталі значення  

constqtq kk == 0)( ;  ( sk ,,1L= ). 
Це означає, що зведена система перебуває у стані спокою. Але для цього, 

крім того, що початкові швидкості позиційних координат мають дорівнювати 
нулю 

0)0( =kq& ;  ( sk ,,1L= ), 
необхідно й достатньо, щоб усі узагальнені сили (8.8) також дорівнювали нулю, 
тобто 

0
0

=
∂
∂

q

k

t
a ;  0

0

=
∂
∂

qkq
W ;  ( sk ,,1L= ) . 

Беручи до уваги вираз (8.7) для потенціальної енергії зведеної системи, 
останню умову можна трансформувати до такої: 

00

0

qkqk q
R

q ∂
∂

=
∂
Π∂ ;  ( sk ,,1L= ) .   (8.10) 

Отже, для здійсненності стаціонарного руху необхідно і достатньо: 
– щоб система була стаціонарною, тобто всі коефіцієнти її рівнянь (пара-

метри системи) не залежали від часу; 
– щоб початкові значення швидкостей позиційних координат дорівнюва-

ли нулю; 
– щоб початкові значення позиційних координат задовольняли умови 

(8.10). 
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Зазначимо, що у функцію 0R  входять сталі ic  циклічних інтегралів (8.2), 
тому значення 0iq  у стаціонарному русі залежатимуть  від значень циклічних 
швидкостей iϕ& , що містяться у ic . 

Перейдемо до визначення умов стійкості стаціонарного руху, який вважа-
тимемо незбуреним рухом. Не порушуючи узагальненості, можна припустити, 
що у стаціонарному русі всі позиційні координати дорівнюють нулю. Тоді рів-
няння руху (8.6) зведеної системи будуть диференціальними рівняннями збуре-
ного руху відносно позиційних координат kq  і їх швидкостей kq& . 

Стійкість стаціонарного руху визначають за такими теоремами. 
Теорема Рауса. Якщо у стаціонарному русі потенціальна енергія 

0RW −Π=  зведеної системи має мінімум, то цей рух є стійким з позиційних 
координат kq  і їх швидкостей kq& , в усякому разі за збурень, які не порушують 
циклічних інтегралів (8.2). 

Доповнення Ляпунова до теореми Рауса. Якщо потенціальна енергія  
0RW −Π=  зведеної системи має мінімум як за наданих ii cp = , що відповіда-

ють розглядуваному стаціонарному руху, так і за досить близьких до наданих 
значень iii cp η+= , де iη  – малі за модулем, причому змінні kq , які забезпечу-
ють мінімум, є неперервними функціями величин ip , то цей рух є стійким з по-
зиційних координат kq  і їх швидкостей kq& . 

Примітка. Циклічні інтеграли (8.2) містять позиційні та циклічні швидкості лінійно. 
Тому зі стійкості стаціонарного руху з позиційних координат kq  і їх швидкостей kq&  випли-
ває стійкість й відносно циклічних швидкостей iϕ&  (але не координат iϕ !). 

Теорема Четаєва. Якщо для ізольованого стаціонарного руху гіроскопіч-
но незв’язаної системи за фіксованих циклічних інтегралів (8.2) потенціальна 
енергія W , яка припускається аналітичною функцією змінних kq , не має міні-
муму, то стаціонарний рух є нестійким. 

При практичному застосуванні теореми Рауса слід мати на увазі, що за 
виконання її умов функція W  буде певнододатною. Тому тут раціонально ви-
користовувати звичайний спосіб розкладання функції в ряд з наступним засто-
суванням критерію Сильвестра. 

 Стійкість регулярної прецесії дзиґи 
Для дослідження стійкості регулярної прецесії дзиґи скористаємося ре-

зультатами прикладу 2. У кутах Ейлера функцію Рауса можна  подати у вигляді  
2

2
002

sin2
)cos(

2
1

ϑ′
ϑ−

−ϑ′= ξ

e
e J

HK
JR & , 

з якої вилучено несуттєву сталу ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

J
H
2

2
0 . Очевидно, у розглядуваному випадку 

2
2 2

1
ϑ′= &

eJR ; 01 =R ; 
2

2
00

0 sin2
)cos(

ϑ′
ϑ−

−= ξ

eJ
HK

R . 
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Складемо потенціальну енергію зведеної системи: 
2

2
00

0 sin2
)cos(

cos
ϑ′
ϑ−

+ϑ=−Π= ξ

eJ
HK

mglRW  

й запишемо умову (8.10) здійсненності стаціонарного руху: 

0
sin

)cos)(cos(
sin

0
3

000000
0

0

=
ϑ′

ϑ−ϑ−
+ϑ−=

ϑ∂
∂ ξξ

ϑ eJ
KHHK

mglW . (8.11) 

Для визначення початкових умов, які задовольняють умову (3.60), підста-
вимо в неї значення 0ξK , а в нього – початкові значення узагальнених коорди-
нат та їхніх швидкостей. Матимемо: 

0
2

000000
2

0000 sincoscossincos ϑψ′=ϑ−ϑ+ϑψ′=ϑ−ξ && ee JHHJHK ; 

=ϑϑ+ϑψ′−=ϑ− ξ 0000
2

00000 cos)cossin(cos HJHKH e &  

0
2

000 sin)cos( ϑϑψ′−= &eJH ; 

=
ϑ′

ϑϑψ′−ϑψ′
=

ϑ′
ϑ−ϑ− ξξ

0
3

0
2

0000
2

0

0
3

000000

sin
sin)cos(sin

sin
)cos)(cos(

e

ee

e J
JHJ

J
KHHK &&

)cos(sin 00000 ϑψ′−ϑψ= && eJH . 
Використовуючи це у співвідношенні (9.1), дійдемо: 

0)cos(sin 000
2
00 =+ψ−ϑψ′ϑ− mglHJe && . 

Якщо 00 ≠ϑ , то умова стаціонарності руху матиме вигляд 
0cos 000

2
0 =+ψ−ϑψ′ mglHJe && . 

Вона визначає ті значення кутової швидкості прецесії, які забезпечують 
рівномірне обертання осі власного обертання дзиґи навколо вертикалі по кону-
су з кутом розхилу 0ϑ . Такий рух називається регулярною прецесією. У цілому 
початкові умови для здійсненності регулярної прецесії дзиґи навколо вертикалі 
мають такий вигляд: 

0)0( ϑ=ϑ ;  0)0( =ϑ& ; 0)0( γ=γ && ; 0)0( ψ=ψ ; 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ϑ′
−±

ϑ′
=ψ 2

0

0

0

0
2,10

cos411
cos2 H

Jmgl
J

H e

e

& . 

Дослідимо стійкість регулярної прецесії дзиґи.  
Для цього припустимо, що x+ϑ=ϑ 0)0( , внесемо це у потенціальну енер-

гію W  зведеної системи замість ϑ  і розкладемо функцію 0WW −  у ряд за сте-
пенями відхилення x : 

L+
ϑ∂

∂
+

ϑ∂
∂

=−
ϑϑ

2
2

2

0

00
2
1 xWxWWW , 

де крапками позначено члени, які містять x  у степені вищому ніж другий. 
Перший доданок у правій частині на підставі (3.60) дорівнює нулю. 
Другий доданок у результаті перетворень можна подати у вигляді: 
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)}cos)(cos(cos3 0000 ϑ−ϑ−ϑ− ξξ KHHK . 
У точці 0ϑ=ϑ , з урахуванням (8.11), цей вираз трансформується у такий: 
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. 

Оскільки за всіх 00 ≠ϑ  і πϑ ≠0  коефіцієнт при 2x  є додатним, то функція 
W  має у стаціонарному русі мінімум. Крім того, для всіх 0ϑ  за одних і тих са-
мих умов розв’язок рівняння (8.11) неперервно залежить від сталих 0H  та 0ξK  
інтегралів рівнянь. Тому на підставі теореми Рауса і доповнення Ляпунова ре-
гулярна прецесія дзиґи є стійкою зі змінних ϑ , ϑ& , ψ&  і ϕ& . 

 

Контрольні запитання 
1. Що називають функцією Рауса? циклічними координатами? по-

зиційними координатами? 
2. Що таке стаціонарний рух системи? 
3. Що називають зведеною системою? Які теореми визначають 

стійкість стаціонарного руху? 
4. За яких умов  узагальнену координату можна вважати цикліч-

ною? позиційною? 
5. Який рух називають прихованим? явним? 
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Лекція 9. Дослідження стійкості за структу-
рою сил 

Стійкість руху здебільшого визначається структурою сил, під якими ро-
зуміють окремі складові диференціальних рівнянь, що описують рух. 

Будемо вважати, що дослідження стійкості руху з величин kx  і kx&  зво-
диться до аналізу диференціальних рівнянь збуреного руху, які можна звести до 
одного матричного рівняння виду: 

FXCXBXA =++ 11
&&& ,    (9.1) 

де T
21 ],,,[ sxxxX L= – матриця-стовпець варіацій узагальнених координат сис-

теми; 11,, CBA  – відомі квадратні матриці порядку s  зі сталими коефіцієнтами; 
F  – матриця-стовпець, T

21 ],,,[ sfffF L=  з елементами kf , які містять kx  і kx&  
у степенях не нижчих від другого, і обертаються у нуль, якщо всі kx  і kx&  дорів-
нюють нулю. Крім того, вважатимемо, що матриця A  є симетричною і квадра-
тична форма 

++++==Τ 22
222

2
111

T (
2
1

2
1

sss xaxaxaXAX &L&&&&  

+ =++ )22 2112 kiik xxaxxa &&L&& ∑∑
= =

s

i

s

k
kiik xxa

1 1
&& ;   ( kiik aa = )  (9.2) 

 є певнододатною. 
Рівнянню (9.1) можна поставити у відповідність деяку матеріальну систе-

му, у якій змінні sxxx ,,, 21 L  є координатами, їх похідні за часом sxxx &L&& ,,, 21  – 
швидкостями, а квадратична форма (9.2) – кінетичною енергією. Часто ця квад-
ратична форма й насправді є кінетичною енергією реальної системи, але у бага-
тьох випадках форма (9.2) утворюється в результаті перетворень рівнянь руху, 
як це відбувалося при складанні рівнянь з перетворенням Рауса. 

Складові матриць-стовпців у лівій і правій частинах рівняння (9.1) можна 
трактувати як сили, причому в деяких випадках вони є реальними силами, а в 
інших – лише деякими членами рівнянь. 

Надалі для простоти квадратичну форму (9.2) називатимемо кінетичною 
енергією, змінні kx  – координатами системи, їх похідні за часом kx&  – швидко-
стями, матриці FXCXBXA ,,, 11

&&&  і їхні елементи – силами. При цьому сили XA &&  
називатимемо силами інерції, а сили F  – нелінійними силами. Розкладемо мат-
риці 1B  і 1C  на симетричні і кососиметричні складові: 

GBB +=1 ;  PCC +=1 , 
де симетричні B  і C  і кососиметричні G  і P  матриці визначаються рівностя-
ми: 

2

T
11T BBBB +

== ;  
2

T
11T BBGG −

=−= ; 
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2

T
11T CCCC +

== ;  
2

T
11T CCPP −

=−= . 

Тепер рівняння (9.1) матиме вигляд 
FPXCXXGXBXA =++++ &&&& .   (9.3) 

Сили CX , пропорційні координатам  і з симетричною матрицею коефіці-
єнтів [ ]ikcC = , називаються потенціальними або консервативними. Зазвичай 
вони є просто лінійними частинами реальних потенціальних сил тяжіння, пру-
жності тощо (нелінійні частини потенціальних сил входять до матриці F ). Ква-
дратичну форму 

CXX T

2
1

=Π  

назвемо потенціальною енергією системи. Насправді вона є здебільшого лише 
частиною реальної потенціальної енергії. 

Складемо за допомогою симетричної матриці [ ]ikbB =  квадратичну фор-
му 

XBX && T

2
1

=Φ . 

Якщо ця функція є невід’ємною, то її називають функцією розсіювання 
енергії або дисипативною функцією Релея, а відповідні сили XB &  – дисипатив-
ними силами. Якщо квадратична форма Φ  є не просто додатною, а певнододат-
ною, то дисипація називається повною, у противному разі – неповною. Якщо ж 
функція Φ  може набувати від’ємних значень, то серед сил, що входять до мат-
риці XB & , є прискорювальні сили. Зазвичай дисипативні сили виникають приро-
дним шляхом підчас руху тіл у середовищі, яке чинить опір, в електричних ко-
лах – за наявності омічного опору тощо. Прискорювальні сили утворюються за 
допомогою спеціальних пристроїв. 

Сили XG & , які лінійно залежать від швидкостей і коефіцієнти при яких 
утворюють кососиметричну матрицю [ ]ikgG = , називають гіроскопічними сила-
ми. Найчастіше ці сили зустрічаються у системах, що містять гіроскопи, але 
можуть утворюватися і в системах без гіроскопів. 

Сили PX , які лінійно залежать від координат і коефіцієнти при яких 
утворюють кососиметричну матрицю [ ]ikpP = , не мають точно встановленої 
назви. У літературі їх називають циркуляційними, неконсервативними, силами 
радіальної корекції, псевдогіроскопічними. Називатимемо їх неконсервативни-
ми, пам’ятаючи, що термін цей не зовсім точний, бо всі сили, окрім потенціаль-
них, не є консервативними. 

Приклад 1. Розглянемо гіроскоп у кардановому підвісі, зображений на 
рис. 9.1.  
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Рис. 9.1. ГКП зі зміщеним центром ваги 

 
Припустимо: 
1) моменти сил, що діють на ротор гіроскопа навколо головної осі зрі-

вноважені: 
0≡R ; 

2) уздовж зовнішньої і внутрішньої осей карданового підвісу діють 
моменти сил в’язкого тертя 

α−= &21 fN ;  β−= &
11 fL ; 

3) уздовж зовнішньої осі підвісу діє момент сил міжрамкової корекції, 
пропорційний куту відхилення внутрішньої рамки (для цього, очевидно, цей 
кут має вимірюватися датчиком кута, а електричний сигнал з цього датчика – 
подаватися до входу датчика моментів на зовнішній осі підвісу, який й утворює 
момент сил): 

β= kN2 ;  
4) центр мас гіроскопа зміщений вздовж осі, перпендикулярній як вну-

трішній осі підвісу, так і головній осі гіроскопа; у результаті відносно внутрі-
шньої осі підвісу утворюється момент сил тяжіння  

β−= sin2 mglL ; 
5) кути α  і β  є малими 

α=x ; β=y . 
Лінеаризуємо рівняння за заданих умов: 

⎩
⎨
⎧

=⋅+−⋅+
=−+++

),,(
),,()(

2013

10221

yxyFymglxHyfyJ
yxyFkyyHxfxJJ
&&&&&&

&&&&&&
. 

Тут ),,(1 yxyF &&  та ),,(2 yxyF &&  – нелінійні сили. 
Подамо цю систему диференціальних рівнянь у матричній формі: 

)(11 XFXCXBXA =++ &&& , 

де A  – симетрична матриця коефіцієнтів інерції, ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=

3

21

0
0
J

JJ
A ; 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
β
α

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

y
x

X ,  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
10

02
1 fH

Hf
B ;  ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

mgl
k

C
0
0

1 . 

Виокремимо сили демпфірування, гіроскопічні, потенціальні і неконсер-
вативні: 

– матриця демпфірувальних сил: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+=

1

2T
11 0

0
)(

2
1

f
f

BBB ; 

– матриця гіроскопічних сил: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=−=
0

0
)(

2
1

0

0T
11 H

H
BBG ; 

– матриця консервативних сил: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=+=

mglk

k

CCC

2

2
0

)(
2
1 T

11 ; 

– матриця сил радіальної корекції: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=−=

0
2

2
0

)(
2
1 T

11 k

k

CCP . 

Функція Релея у цьому випадку має вигляд )(
2
1 2

1
2

2 yfxf && +=Φ . Вона є 

певнододатною, і тому за її допомогою відображуються сили повної дисипації. 
Кінець прикладу. 

Перш ніж дослідити стійкість незбуреного руху ( 0=kx  і 0=kx& ), пере-
йдемо до нових змінних T

21 ],,,[ szzzZ L=  згідно з формулою 
ZX Λ= , 

де Λ  – деяка квадратна неособлива матриця. 
Підстановка у рівняння (3.127) дає 

)( ZFZPZCZGZBZA Λ=Λ+Λ+Λ+Λ+Λ &&&& . 
Помножимо зліва обидві частини цього рівняння на транспоновану мат-

рицю TΛ :  
DZPZCZGZBZA =ΛΛ+ΛΛ+ΛΛ+ΛΛ+ΛΛ TTTTT &&&& ,     (9.4) 

де )(T ZFD ΛΛ=  – матриця-стовпець, елементи якої містять kz  і kz&  у степені, 
вищому за перший.  

Урахуємо, що матриці A  і C  є симетричними і, окрім того, матриці A  
відповідає певнододатна квадратична форма. Тоді, як відомо з лінійної алгебри, 
існує така неособлива матриця Λ , яка перетворює одночасно матрицю A  в оди-
ничну, а матрицю C  – в діагональну. Нехай Λ  є саме такою матрицею. Тоді 
матимемо: 
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EA =ΛΛT ;  0
T CC =ΛΛ , 

де 0C  – діагональна, а E  – одинична матриці. 
Неважко показати, що матриця ( ΛΛ BT ) буде симетричною, а матриці 

( ΛΛ GT ) і ( ΛΛ PT ) – кососиметричними. Дійсно, на підставі правила транспону-
вання добутку матриць маємо: 

ΛΛ=ΛΛ=ΛΛ TTTTTTT )()()( BBB . 
Оскільки матриця B  симетрична, то BB =T , і отже, ΛΛ=ΛΛ BB TTT )( , 

що і доводить симетричність матриці ΛΛ BT . Аналогічно можна довести, що 
матриці ( ΛΛ GT ) і ( ΛΛ PT ) є кососиметричними, спираючись на відому кососи-
метричність матриць G  і P . 

Ураховуючи це і беручи до уваги, що ZZE &&&& = , рівняння (9.4) можна запи-
сати так: 

DPZZCZGZBZ =++++ 0
&&&& ,      (9.5) 

де для простоти симетрична матриця ΛΛ BT  і кососиметричні матриці ΛΛ GT   та 
ΛΛ PT  позначено тими самими літерами B , G  і P  відповідно. 
Можна, проте, підібрати таку матрицю Λ , яка перетворить матрицю A  в 

одиничну, а матрицю B  – у діагональну, або, залишаючи матрицю A  симетри-
чною, перетворити одночасно матриці B  і C  у діагональні (у разі повної диси-
пації це можливо). Тоді матимемо ще дві форми рівняння (9.4) 

DPZCZZGZBZ =++++ &&&&
0 ;      (9.6) 

DPZZCZGZBZA =++++ 00
&&&& ,          (9.7) 

де 0C  та 0B  – діагональні матриці з дійсними елементами: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

sc

c
c

C

L

LLLL

L

00

00
000

2

1

0 ;  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

sb

b
b

B

L

LLLL

L

00

00
000

2

1

0 . 

Отже, за допомогою перетворення ZX Λ=  рівняння (9.3) можна звести 
до однієї з трьох дійсних форм (9.5), (9.6) або (9.7), причому потенціальні, ди-
сипативні, гіроскопічні та неконсервативні сили перетворюються у сили тієї 
самої структури. 

Очевидно, що зі стійкості (нестійкості) відносно координат kz  і швидко-
стей kz&  випливає стійкість (нестійкість) відносно координат kx  і швидкостей 

kx& , і навпаки. 
Між початковими матрицями B  та C  і отриманими з них матрицями 0B  

та 0C  існують співвідношення: 
)det()det( 2

210 BbbbB s Δ== K ; 
)det()det( 2

210 CcccC s Δ== K ,     (9.8) 
де )det(Λ=Δ  – визначник матриці перетворення. 
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Якщо прискорювальних сил немає, то серед елементів матриці B  немає 
від’ємних, а в разі повної дисипації усі kb  додатні. Якщо ж прискорювальні си-
ли існують, то серед елементів kb  є від’ємні. За мінімуму потенціальної енергії 
Π  усі коефіцієнти ic  додатні, а за максимуму Π  серед них є від’ємні. 

Припустимо, що на систему діють лише потенціальні сили CX , і не діють 
інші сили ( 0==== FPGB ). Тоді, користуючись формою (9.5), рівняння збу-
реного руху можна подати у такому вигляді: 

00 =+ ZCZ&& . 
Це матричне рівняння є еквівалентним  s  скалярним рівнянням 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

.0

;0111

sss zcz

zcz

&&

L

&&

     (9.9) 

Координати iz , рівняння збуреного руху за яких мають вигляд рівнянь 
(3.69), називають нормальними координатами. 

Рівняння (9.9) не зв’язані одне з одним і інтегруються незалежно одне від 
одного. Маємо: 

1) якщо 0>kc , то розв’язок має вигляд   
)sin( kkkk tAz εμ += ;  ( kk c=μ ); 

2) якщо 0<kc ,то 
t

k
t

kk
kk eBeAz νν −+= ;  ( kk c−=ν ). 

З рівнянь (9.9) видно, що якщо всі числа kc  додатні, то незбурений рух 
0=kz , 0=kz&  є стійким з нормальних координат kz  і швидкостей kz&  (а отже, й 

відносно ix  і  ix& ). Кожному від’ємному числу kc  відповідає нестійка координа-
та kz , і отже, незбурений рух за наявності 0<kc  буде нестійким (причому за 
будь-яких нелінійних сил D ). У зв’язку з цим числа kc  називаються коефіцієн-
тами стійкості системи, а кількість від’ємних kc  – ступенем нестійкості. 

Значущими є не кількість від’ємних kc , а її парність. Очевидно, відповід-
но до другої рівності (9.8) можна визначити парність ступеня нестійкості сис-
теми не вдаючись безпосередньо до переходу до нормальних координат. Якщо 
визначник C  потенціальних сил первинних рівнянь збуреного руху додатний, то 
ступінь нестійкості системи є парним, якщо ж 0det <C , – то непарним. 

Приклад 2. Розглянемо ГКП зі зміщеним центром мас і радіальною коре-
кцією (див. приклад 1). 

Матриця потенціальних сил для цього випадку має вигляд: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

mglk

k

C

2

2
0

. 

Її визначник 4/det 2kC −=  – від’ємний, що означає, що ГКП з міжрамко-
вою корекцією:  



Лекції-6-9 Ю. Ф. Лазарєв 20 січня 2015 р. 

 30

1) є нестійким (якщо відсутні як гіроскопічні, так і дисипативні, неконсе-
рвативні і нелінійні сили); 

2) ступінь його нестійкості є непарним. Кінець прикладу. 
Вплив дисипативних і гіроскопічних сил на стійкість руху потенціа-

льної системи. Далі без доведення наведемо теореми, які стосуються стійкості 
систем. . 

Перша теорема Томсона і Тета. Якщо нестійкість незбуреного руху 
потенціальної системи має непарний ступінь, то стабілізувати рух не можна 
ніякими гіроскопічними силами. 

Примітки. 
1. Теорема залишається вірною і за врахування нелінійних сил, оскільки нестійкість 

системи не залежить від членів, які містять kz  і kz&   у степені, вищому за перший (тобто від 
нелінійних сил, див. другу теорему Ляпунова). 

2. Якщо ступінь нестійкості парний, то введенням гіроскопічних сил можна зробити 
систему стійкою, якщо ці сили досить великі. 

Друга теорема Томсона і Тета. Якщо незбурений рух 0=Z , 0=Z&  поте-
нціальної системи є стійким, то з додаванням довільних гіроскопічних та ди-
сипативних сил (останні не обов’язково повної дисипації) стійкість руху збері-
гається. 

Третя теорема Томсона і Тета. Якщо незбурений рух 0=Z , 0=Z&  є 
стійким за наявності тільки потенціальних сил, то він стає асимптотично 
стійким з додаванням довільних гіроскопічних та дисипативних сил, якщо 
останні є силами повної дисипації. 

Четверта теорема Томсона і Тета. Незбурений рух 0=Z , 0=Z& , не-
стійкий під дією потенціальних сил, залишається нестійким у разі додавання 
довільних гіроскопічних та дисипативних сил, якщо останні є силами повної 
дисипації. 

З останньої теореми випливає, що якщо нестійку потенціальну систему 
стабілізувати гіроскопічними силами, то навіть малі дисипативні сили з повною 
дисипацією (вони завжди існують) з часом зруйнують досягнуту стійкість. У 
зв’язку з цим стійкість, яку забезпечено за рахунок лише потенціальних сил, 
Томсон і Тет запропонували називати віковою стійкістю, а стійкість, досягнуту 
гіроскопічною стабілізацією – тимчасовою стійкістю. 

Примітка. Якщо, крім дисипативних сил діють прискорювальні сили (функція Релея 
може сягати від‘ємних значень), то гіроскопічна стабілізація нестійкої потенційної системи є 
можливою. 

Приклад 1. Стійкість дзиґи. Визначаючи положення осі власного обер-
тання дзиґи у просторі кутами осциляції , можна описати її рух в малому околі 
вертикалі рівняннями 

⎩
⎨
⎧

=δ−δ−δ′
=δ−δ+δ′

0
0

2102

1201

mglHJ
mglHJ

e

e
&&&

&&&
.    (9.10) 

Ці рівняння можна розглядати як результат накладання на нестійку поте-
нціальну систему 
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⎩
⎨
⎧

=δ−δ′
=δ−δ′

0
0

22

11

mglJ
mglJ

e

e
&&

&&
. 

гіроскопічних сил 20δ&H  і 10δ− &H  відповідно. 
Запишемо рівняння (9.10) у вигляді: 

⎩
⎨
⎧

=δ−δ−δ
=δ−δ+δ

0
0

212

121

ch
ch

&&&

&&&
, 

де  

 
eJ

Hh
′

= 0 ;  
eJ

mglc
′

= .    (9.11) 

Шукатимемо розв’язок рівняння у звичайній формі  
tAeλ=δ1 ;  tBeλ=δ2  

і складемо характеристичне рівняння 

0)2( 2224
2

2

=+λ−+λ=
−λλ−
λ−λ cch

cg
gc . 

Для того, щоб корені цього рівняння мали від’ємні дійсні частини, необ-
хідно й достатньо, щоб коефіцієнти характеристичного рівняння задовольняли 
такі умови: 

02 >c ;  022 >− ch ;  ( ) 042 222 >−− cch . 
Ці три нерівності легко зводяться до однієї умови (пригадаємо, що згідно 

з припущенням 0>c ): 
ch 2> . 

З врахуванням (9.11) умова гіроскопічної стабілізації набуває вигляду 
mglJH e′> 20 . 

Цю умову було отримано раніше у нелінійній постановці задачі. 
Якщо центр ваги C  нижчий за точку опори O  (випадок гіроскопічного 

маятника), то обидві координати 1δ  і 2δ  будуть стійкими. Згідно з другою тео-
ремою Томсона і Тета у цьому випадку стійкість досягатиметься при будь-якій 
швидкості власного обертання дзиґи. На підставі четвертої теореми Томсона і 
Тета стійкість дзиґи є тимчасовою, а стійкість гіромаятника – віковою. 

Приклад 2. Гіроскопічний однорейковий вагон. У першій чверті ХХ ст. 
з’явилися дослідні зразки однорейкового вагона і двоколісного автомобіля, 
центр ваги яких був вищим за рейку (дорогу). Схему одного з них – вагона Ши-
ловського – зображено на рис. 9.2. 

Вертикальне положення самого вагона (автомобіля) нестійке, і для його 
стабілізації використовувався гіроскоп з вертикальною віссю власного обер-
тання, вісь обертання кожуха гіродвигуна якого закріплювалася на корпусі ва-
гона. 
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Рис. 9.2. Однорейковий вагон Шиловського 

 
Центр ваги C  вагона міститься вище за рейку, тому кут, який визначає 

відхилення вагона від вертикалі, є нестійкою координатою. Згідно з першою 
теоремою Томсона і Тета гіроскопічної стабілізації можна досягти лише при 
парній кількості нестійких координат. З цього випливає, що друга координата 
системи ϑ  (кут повороту гіроскопа відносно вагона (вісь NN ) має бути також 
нестійкою. Для цього до верхньої частини гіроскопа прикріплювався вантаж 
масою m  (рис. 9.2), який утворював перекидальний момент сил тяжіння відно-
сно осі NN . В результаті система набувала двох нестійких координат ψ  і ϑ . 
Урахуємо тепер сили опору, які виникають при хитанні вагону і рамки з гіро-
скопом (ці сили виникають за рахунок опору середовища і тертя в опорах). Згі-
дно з четвертою теоремою Томсона і Тета ці сили руйнують гіроскопічну стабі-
лізацію (бо без гіроскопа система є нестійкою). Тому для стабілізації потрібно 
ввести сили іншої природи. Для цього на осі обертання  NN  встановлювали 
спеціальний електромагнітний пристрій (на рисунку не показаний), який утво-
рював прискорювальний момент ϑ&2k , що діяв навколо осі NN  («від’ємне» тер-
тя). 

З’ясувавши за допомогою теорем Томсона і Тета характер сил, які мають 
забезпечити стійкість однорейкового гіроскопічного вагона, перейдемо до кіль-
кісного аналізу. Для цього скористаємося диференціальними рівняннями збу-
реного руху у формі: 

⎩
⎨
⎧

=ϑ−ψ+ϑ−ϑ
=ψ−ϑ−ψ+ψ

ϑ

ψ

QcHkA
QcHkA

222

111

&&&&

&&&&
.    (9.12) 

де 1A  – момент інерції усієї системи (вагон і гіроскоп) відносно осі рейки; 2A  – 
момент інерції гіроскопа разом з його рамкою відносно осі NN ; H – власний 
кінетичний момент гіроскопа; 1k  – коефіцієнт в’язкого тертя системи навколо 
осі рейки; MgLc =1  – опорний маятниковий момент системи відносно осі рей-
ки; M  –маса всієї системи (вагон і гіроскоп); L – відстань між центром мас всі-
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єї системи і віссю рейки; mglc =2  – опорний маятниковий момент гіроскопа з 
його рамкою відносно осі NN ; m  – маса гіроскопа з рамкою; l  – відстань між 
центром мас гіроскопа з рамкою і віссю NN ; ψQ  та ϑQ  – нелінійні члени. 

Рівняння (9.12) можна розглядати як результат накладання на нестійку 
потенціальну систему  

⎩
⎨
⎧

=ϑ−ϑ
=ψ−ψ

0
0

22

11

cA
cA

&&

&&
 

гіроскопічних сил ϑ− &H  та ψ&H , дисипативної сили ψ&1k , прискорювальної сили 
ϑ− &

2k  і нелінійних сил ψQ  та ϑQ  відповідно. 
Складемо характеристичне рівняння згідно з рівняннями першого набли-

ження (останні виходять з рівнянь (3.72) відкиданням нелінійних членів): 

0
22

2
2

11
2

1 =
−−

−−+
cpkpAHp

HpcpkpA . 

Розкриваючи його і групуючи члени, дістаємо: 
043

2
2

3
1

4
0 =++++ apapapapa ,   (9.13) 

де  
210 AAa = ;  12211 AkAka −= ;  211221

2
2 kkAcAcHa −−−= ; 

12213 kckca −= ;  214 cca = .    (9.14) 
Критерій Гурвіца для системи четвертого порядку (3.73) зводиться до не-

рівностей ( 00 >a ): 
01 >a ; 02 >a ; 03 >a ; 04 >a ; 02

14
2
303213 >−−=Δ aaaaaaa . 

У розглядуваному випадку умови 00 >a  і 04 >a  виконуються «автомати-
чно». З першої і третьої умов випливають межі для величини «крутості» 2k  ха-
рактеристики пристрою, який утворює прискорювальний момент: 

1
1

2
21

1

2 k
A
Akk

c
c

<< ;     (9.15) 

))((
)()(

12211221

2
122121

2
122112

211221
2

AkAkkckc
AkAkcckckcAAkkAcAcH

−−
−+−

+++> . 

Друга умова визначає нижню межу величини кінетичного моменту гіро-
скопа. Вона випливає з останньої умови ( 03 >Δ ). 

Оскільки в разі виконання умови (3.75) усі корені характеристичного рів-
няння (згідно з критерієм Гурвіца) матимуть від’ємні дійсні частини, то на під-
ставі теореми Ляпунова про стійкість руху згідно з першим наближенням рух 
однорейкового вагону Шиловського навколо вертикалі є асимптотично стійким 
незалежно від членів вищого порядку ( ψQ  і ϑQ ). Із формул (3.74) видно, що 
при 02 <k  (замість прискорювального моменту сил діє звичайний момент сил 
тертя) коефіцієнт 3a  буде від’ємним, і система відповідно до четвертої теореми 
Томсона і Тета стане нестійкою. 
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Стійкість руху під дією лише гіроскопічних і дисипативних сил. Досі 
розглядалися  системи, в яких дисипативні та гіроскопічні сили діяли разом з 
потенціальними. Така ситуація характерна, зокрема, для позиційних гіроскопіч-
них приладів (на які діють моменти сил тяжіння через незбіжність центра мас і 
точки підвісу, а також моменти пружних сил). Тим часом, часто у практиці тра-
пляються такі системи (так звані «астатичні»), в яких немає потенціальних сил. 

Розглянемо спочатку випадок, коли на систему діють лише гіроскопічні 
сили, вважаючи, що рівняння збуреного руху доведено до форми: 

0=+ ZGZ &&& .     (9.16) 
Теорема 1. Незбурений рух 0=Z , 0=Z&  системи, на яку діють лише гіро-

скопічні сили, завжди є стійким зі швидкостей. 
Примітка. Теорема є слушною і для лінійної неавтономної системи (коли матриця G  

явно залежить від часу) і для нелінійної системи. 
Теорема 2. Для того щоб незбурений рух лінійної неавтономної системи, 

на яку діють лише гіроскопічні сили, був стійким й відносно координат, необ-
хідно й достатньо, щоб визначник матриці гіроскопічних сил не дорівнював ну-
лю. 

Наслідок. Якщо на систему діють лише гіроскопічні сили і вона має не-
парну кількість визначальних координат, то незбурений рух такої системи зав-
жди є нестійким (якщо s  – непарне число, то Gdet  тотожно дорівнює нулю). 

Примітка 1. Оскільки незбурений рух стійкий з швидкостей за будь-якого значення 
Gdet , то з доказу нестійкості системи випливає, що при 0det =G  система втрачає стій-

кість лише з координат. 
Примітка 2. Якщо (9.16) є рівнянням першого наближення нелінійної системи, на яку 

діють лише гіроскопічні сили, то з умови 0det ≠G  не випливає стійкість початкової нелі-
нійної системи. 

Теорема 3. Якщо на систему окрім гіроскопічних сил діють сили повної 
дисипації, то незбурений рух є асимптотично стійким відносно швидкостей і 
просто стійким відносно координат. 

Вплив на стійкість руху неконсервативних сил 
Теорема 1. Незбурений рух 0=Z , 0=Z&  системи, на яку діють лише не-

консервативні сили ( 0=+ PZZ&& ) , завжди є нестійким незалежно від членів 
вищого порядку. 

За наявності ще й потенціальних сил ( 0=++ CZPZZ&& ) є слушними такі 
теореми. 

Теорема 2. При відсутності нелінійних членів ( 0=F ) асимптотична 
стійкість не може бути досягнута без дисипативних сил. 

Теорема 3. Якщо визначник матриці з коефіцієнтів за сил, пропорційних 
визначальним координатам, є від’ємним ( 0)det( <+ CP ), то система є нестій-
кою за будь-яких гіроскопічних, дисипативних, прискорювальних і неконсерва-
тивних сил. 

Теорема 4. Якщо система не має консервативних сил  ( 0=C ) і відсутні 
нелінійні члени ( 0=F ), то: 
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 1) у разі непарної кількості визначальних координат асимптотична 
стійкість не може бути досягнута ні за яких гіроскопічних, дисипативних, 
прискорювальних і неконсервативних сил; 

 2) у разі парної кількості визначальних координат для забезпечення 
асимптотичної стійкості необхідно, окрім дисипативних сил, додати гіроско-
пічні сили. 

Теорема 5. Якщо потенціальна енергія збуреного руху має максимум, то: 
 1) у разі непарної кількості визначальних координат і будь-яких не-

лінійних сил систему не можна стабілізувати ніякими  гіроскопічними, диси-
пативними, прискорювальними і неконсервативними силами; 

 2) у разі парної кількості визначальних координат і за умови, що на 
систему діють сили повної дисипації, для стабілізації системи необхідно до-
дати одночасно гіроскопічні та неконсервативні сили (незалежно від неліній-
них членів). 

Контрольні запитання 
1. Що в теорії Томсона-Тета розуміють під силами? силами інерції? 

нелінійними силами? кінетичною енергією? потенціальними си-
лами? потенціальною енергією? гіроскопічними силами? диси-
пативними силами? Циркуляційними силами? 

2. Що таке функція Релея? 
3. Що розуміють під нормальними координатами? 
4. Що таке ступінь нестійкості системи? 
5. Що називають тимчасовою стійкістю? віковою стійкістю* 
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